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Indépendance et convergences

1 Indépendance

Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité.

Dé�nition 1. (Indépendance d'événements)
� Deux événements A,B ∈ A sont indépendants si P (A ∩B) = P (A)P (B).
� Des événements A1, . . . , An ∈ A sont indépendants si ∀{j1, . . . , jp} ⊂ {1, . . . , N} on a

P (Aj1 ∩ · · · ∩Ajp) = P (Aj1)× · · · × P (Ajp).

Dé�nition 2. (Indépendance de sous-tribus)
� Des sous-tribus B1, . . . ,Bn de A sont mutuellement indépendantes si

∀Ci ∈ Bi, P (C1 ∩ · · · ∩ Cn) = P (C1)× · · · × P (Cn).

� Des sous-tribus de A, (Bi)i∈I sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille �nie l'est.

L'indépendance de tribus se véri�e sur des parties génératrices stables par intersection :

Proposition 3. Soient B1, . . . ,Bn des sous-tribus de A. Pour chaque i soit Fi ⊂ Bi avec
� Ω ∈ Fi, σ(Fi) = Bi

� Fi stable par intersection �nie.
Si ∀Fi ∈ Fi on a P (F1 ∩ · · · ∩ Fn) =

∏n
i=1 P (Fi) alors les (Bi)

n
i=1 sont indépendantes.

Proposition 4. (Regroupement par paquets) Soit (Bi)i∈I une famille de sous-tribus de A, indépen-

dantes. Soit une partition de I, I = ∪j∈JIj et pour j ∈ J, B̃j = σ(Bi, i ∈ Ij). Alors les tribus (B̃j)j∈J sont
indépendantes.

Dé�nition 5. (Indépendance de variables aléatoires)
Pour i ∈ I, soit Xi : (Ω,A, P ) → (Ei, Ei) une v.a.. Les (Xi)i∈I sont indépendantes si les tribus

(
σ(Xi)

)
i∈I

le sont. En particulier X1, . . . , Xn sont indépendants si et seulement si ∀Fi ∈ Ei,

P
(
(X1 ∈ F1) ∩ · · · ∩ (Xn ∈ Fn)

)
=

n∏
i=1

P (Xi ∈ Fi).

Théorème 6. Des v.a. X1, . . . , Xn sont indépendants si et seulement si

P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn .

Dans ce cas :

� ∀fi mesurables positives : E
( n∏
i=1

fi(Xi)
)
=

n∏
i=1

Efi(Xi).
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� Si fi mesurable de signe quelconque, l'égalité précédente est véri�ée si

E
( n∏

i=1

|fi(Xi)|
)
=

n∏
i=1

E|fi(Xi)| < ∞.

Proposition 7. SoientX1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes sont équivalentes :
� X1, . . . , Xn sont indépendantes.
� ∀ξ ∈ Rn, Φ(X1,...,Xn)(ξ1, . . . , ξn) =

∏n
i=1 ΦXi

(ξi).

� ∀a1, . . . , an ∈ R, P (X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an) =

n∏
j=1

P (Xj ≤ aj).

� ∀fi : R → R+, E
( n∏

i=1

fi(Xi)
)
=

n∏
i=1

Efi(Xi).

2 Sommes de variables aléatoire indépendantes

Dé�nition 8. Des v.a.r. X,Y ∈ L2(Ω,A, P ) sont non corrélées si

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = 0

Remarque 9. Des variables indépendantes sont non corrélées.

Proposition 10. Soit X1, . . . , Xn des v.a.r. dans L2(Ω,A, P ) indépendantes (non corrélées deux à deux
su�t), alors

Var

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Var(Xi).

Loi de la somme de v.a. indépendantes :

Dé�nition 11. Soient µ, ν deux probabilités sur Rd. Leur produit de convolution µ ∗ ν est dé�ni comme la
mesure image de µ ∗ ν par (y, z) 7→ y + z. En d'autres termes

∀A ∈ B(Rd), µ ∗ ν(A) = µ⊗ ν
({

(y, z), y + z ∈ A
})

∀φ ≥ 0,

∫
φ(x) d(µ ∗ ν)(x) =

∫ ∫
φ(y + z) dµ(y) dν(z)

Exemple 12. Si dµ(x) = p(x) dx et dν(y) = q(x) dx alors µ ∗ ν admet pour densité par rapport à la mesure
de Lebesgue la fonction p ∗ q(x) =

∫
p(x− z) q(z) dz.

Proposition 13. Soient X,Y des v.a. indépendantes à valeurs Rd alors

PX+Y = PX ∗ PY ,

ΦX+Y = ΦX ΦY ,

LX+Y = LX LY .

Si X,Y sont à valeurs dans N, alors GX+Y = GX GY .

Exemple 14. (Lois classiques dont les convolées sont très simples)
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� Lois binomiales : pour n ∈ N∗ et p ∈ (0, 1),

B(n, p) :=
n∑

k=0

Ck
np

k(1− p)n−kδk

On a B(n, p) ∗ B(n′, p′) = B(n + n′, p). En d'autres termes, si X ∼ B(n, p) et Y ∼ B(n′, p′) sont
indépendantes alors :

X + Y ∼ B(n+ n′, p).

On appelle loi de Bernoulli avec probabilité de succès p ∈ [0, 1], la loi

b(p) := B(1, p) = (1− p)δ0 + pδ1.

� Lois binomiales négatives : B(−m, p) avec p ∈ (0, 1) et m ∈ N∗, dé�nies par

B(−m, p) :=
∑
k≥0

Cm−1
m+k−1 p

m(1− p)k δk.

Pour m,n ∈ N∗, on a B(−m, p) ∗ B(−n, p) = B
(
− (m + n), p

)
. On appelle loi géométrique G(p) :=

B(−1, p) =
∑

k≥0 p(1− p)k δk.

� Loi de Poisson : P(λ) :=
∑

k≥0 e
−λ λk

k! δk avec λ > 0. Elle véri�e

P(λ) ∗ P(λ′) = P(λ+ λ′).

� Lois γ(t, a) avec t > 0 et a > 0 de densité at

Γ(t)x
t−1e−ax1x>0 par rapport à la mesure de Lebesgue sur

R. On rappelle que pour t > 0, Γ(t) =
∫ +∞
0

e−xxt−1dx. Si s, t > 0,

γ(t, a) ∗ γ(s, a) = γ(t+ s, a).

On appelle loi exponentielle de paramètre a > 0 la mesure de probabilité Exp(a) := γ(1, a).
� Lois gaussiennes : N (m,σ2),m ∈ R, σ ≥ 0. Elles sont dé�nies par N (m, 0) := δm et pour σ > 0

N (m,σ2)(dx) := e
−(x−m)2

2σ2
dx

σ
√
2π

, x ∈ R.

On a N (m,σ2) ∗ N (m′, σ′2) = N (m+m′, σ2 + σ′2).

3 Suites de tribus ou de v.a. indépendantes

Théorème 15 (loi du 0-1). Soit (Tn)n∈N une suite de sous-tribus indépendantes sur (Ω,A, P ). On pose
Bk := σ(Tn, n ≥ k) et l'on dé�nit la tribu asymptotique ou terminale B∞ := ∩k≥1 Bk. Alors ∀B ∈ B∞,
P (B) ∈ {0, 1}.

Dé�nition 16. Soit (An)n∈N une suite d'événements de (Ω,A),

lim sup
n

An :=
∩
n∈N

( ∪
k≥n

Ak

)
= {ω ∈ Ω; pour une in�nité de valeurs de n, ω ∈ An},

lim inf
n

An :=
∪
n∈N

( ∩
k≥n

Ak

)
= {ω ∈ Ω; ∃n0, ∀n ≥ n0, ω ∈ An}.
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Exemple 17. Soit (An)n∈N une suite d'événements indépendants de (Ω,A, P ) . Les tribus Tn = {∅, An, A
c
n,Ω}

sont indépendantes. Donc

P (lim inf An) ∈ {0, 1}.
P (lim supAn) ∈ {0, 1}.

Lemme 18 (Borel-Cantelli). Soient (An)n∈N avec Ai ∈ A.

i. Si
∑

n≥0 P (An) < ∞ alors P (lim supAn) = 0 i.e. p.s. card {n, ω ∈ An} < ∞.

ii. Si les An sont indépendants et si
∑

P (An) = +∞ alors P (lim supAn) = 1 i.e. p.s. An a lieu une
in�nité de fois.

4 Convergence

4.1 Convergence presque sure

Dé�nition 19. SoientX, (Xn)n≥0 des variables aléatoires dé�nies sur (Ω,A,P) et à valeurs dans
(
Rd,B(Rd)

)
.

On dit que la suite (Xn)n≥0 tend vers X presque sûrement et on note Xn
p.s.−→ X si

P
({

ω ∈ Ω; X(ω) = lim
n→∞

Xn(ω)
})

= 1.

La suite (Xn)n converge presque sûrement vers X si et seulement si
pour tout ε > 0, limn→∞ P({ω, supk≥n |Xk(ω)−X(ω)| > ε}) = 0.

Proposition 20. (Critère de Borel-Cantelli).

i. Si ∀ϵ > 0,
∑

n∈N P
(
|Xn −X| ≥ ε

)
< ∞ alors Xn

p.s.−→ X.

ii. Si les Xn sont indépendantes et α est un nombre réel �xé,

Xn
p.s.−→ α ⇔ ∀ϵ > 0,

∑
n∈N

P
(
|Xn − α| ≥ ε

)
< ∞.

Proposition 21. Soient (Xn)n≥0, (Yn)n≥0, X, Y des v.a.r. dé�nies sur (Ω,A, P ). Si Xn
p.s.−→ X et Yn

p.s.→ Y

alors Xn + Yn
p.s.−→ X + Y et XnYn

p.s.−→ XY .

4.2 Convergence en probabilité

Dé�nition 22. SoientX, (Xn)n≥0 des variables aléatoires dé�nies sur (Ω,A, P ) et à valeurs dans
(
Rd,B(Rd)

)
.

On dit que la suite (Xn)n≥0 tend vers X en probabilité et on note Xn
P−→ X si

∀ε > 0, lim
n→∞

P
(
|Xn −X| ≥ ε

)
= 0.

Corollaire 23. Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v.a.r. sur (Ω,A, P ) telles que Xn
P−→ X et Yn

P−→ Y .

� Si ϕ est continue alors ϕ(Xn)
P→ ϕ(X),

� Si α, β ∈ R alors αXn + βYn
P→ αX + βY,

� XnYn
P→ XY.
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5 Convergence dans Lp, p ≥ 1

Dé�nition 24. Soient X et (Xn)n≥0 des v.a.r. dans Lp(Ω,A, P ). On dit que la suite (Xn) tend vers X au

sens Lp et on note Xn
Lp

−→ X si limn→∞ ∥X −Xn∥p = 0, c'est-à-dire si

lim
n→∞

E
(
|Xn −X|p

)
= 0.

Proposition 25. Si q ≥ p ≥ 1,

Xn
Lq

−→ X ⇒ Xn
Lp

−→ X ⇒ Xn
L1

−→ X ⇒ Xn
P−→ X.

5.1 Convergence en loi

On note Cb(Rd) l'ensemble des fonctions continues bornées de Rd dans R et C0(Rd) l'ensemble des
fonctions continues f : Rd → R avec lim

|x|→+∞
f(x) = 0.

Proposition 26. Soient µ et ν deux mesures de probabilité boréliennes sur Rd. Alors µ = ν si et seulement
si

∀φ ∈ Cb(Rd),

∫
φdµ =

∫
φdν.

Dé�nition 27. Soient µ et (µn)n≥0 des mesures �nies sur
(
Rd,B(Rd)

)
. On dit que la suite de mesures

(µn)n≥0 converge étroitement vers µ et on note µn
étroit−→ µ si

∀φ ∈ Cb(Rd), lim
n→∞

∫
φdµn =

∫
φdµ.

Proposition 28. Soit H un sous-ensemble dense de
(
C0(Rd), ∥ · ∥∞

)
. Soient µ et (µn)n≥0 des mesures de

probabilité sur
(
Rd,B(Rd)

)
. Alors

µn
étroit−→ µ ⇔ ∀φ ∈ H, lim

n→∞

∫
φdµn =

∫
φdµ.

Dé�nition 29. Soient X et (Xn)n≥0 v.a. à valeurs dans
(
Rd,B(Rd)

)
, mais pas forcément dé�nies sur le

même espace de probabilité. On dit que la suite (Xn)n≥0 converge en loi vers X et on note Xn
L−→ X si

PXn

étroit−→PX , c'est-à-dire si
∀φ ∈ Cb(Rd), lim

n→∞
Eφ(Xn) = Eφ(X).

On note aussi parfois XL
nPX .

Proposition 30. Xn
P−→ X ⇒ Xn

loi−→ X.

Proposition 31. Soient µn, µ des mesures de probabilité sur
(
R,B(R)

)
. Les assertions suivantes sont équi-

valentes :

i. µn
étroit−→ µ.

ii. Pour tout t tel que Fµ soit continue, limn→∞ Fµn(t) = F (t). (fonction de répartition)

iii. Pour tout t, limn→∞ Φµn(t) = Φ(t). (fonction caractéristique)
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5.2 Loi des grands nombres

Dé�nition 32. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. dé�nies sur un même espace de probabilité (Ω,A, P ). A un
échantillon de taille n,

(
X1(ω), . . . , Xn(ω)

)
, on associe

� la moyenne empirique Xn(ω) :=
1

n

n∑
i=1

Xi(ω),

� la mesure empirique µω
n :=

1

n

n∑
i=1

δXi(ω).

Théorème 33 (Loi forte des grands nombres). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.r indépendantes et de même
loi. Il ya équivalence entre

i. E|X1| < +∞,

ii. Xn
p.s.−→

n→∞
existe.

Dans ce cas la limite est E(X1).

5.3 Théorème de la limite centrale

Théorème 34. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi avec E(X2
1 ) < ∞. Soit

m = EX1 et σ2 = Var(X1), alors

√
n
Xn − EX1

σ
=

∑n
i=1 Xi − nEX1

σ
√
n

L
−−→
n→∞

N (0, 1).

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. à valeur dans Rd, indépendantes et de même loi. On suppose que E
(
|X1|2

)
< ∞

et on pose Γ = Cov(X1). Dans ce cas

X1 + · · ·+Xn − nEX1√
n

L
−−→
n→∞

Nd(0,Γ).

Corollaire 35. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi avec E(X2
1 ) < ∞. On note

σ2 = Var(X1). Alors pour tout a ≥ 0,

lim
n→∞

P

(∣∣Xn − EX1

∣∣ ≥ σa√
n

)
= 2

∫ +∞

a

e−t2/2 dt√
2π

·
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