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Feuille n° 7 - Espaces L?

Exercice 1. Soit (X, A, ;) un espace mesuré.
a) Soient p, q € [1, 00| deux exposants conjugués. Si f,, — f dans LP(X) et g, — g dans L1(X),
montrer que fn,g, — fg dans L'(X).
b) Soient p,q €]1,00] tels que %—l—% = %, onr>1. SifelLP(X)etge LYX), montrer que
fge L"(X) et
1fgllr < 1fllpllgllq-

En déduire un résultat analogue a celui de la question précédente.

Exercice 2. Soit (X, A, ;1) un espace mesuré. On suppose que u(X) < 0.

On considére py,pa tels que 1 < p; < pa < co. Montrer que LP2(X) C LP'(X).

Sil:LP(X)— LPV(X), I(f) = f est I'inclusion canonique, montrer que I est une application
linéaire continue et calculer sa norme.

Exercice 3. On considére l'espace (R, M,\), o M est la o—algebre des ensembles Lebesgue
mesurables et \ est la mesure de Lebesgue. Soient py, pa € [1,00], p1 < p2. Montrer que LP}(R) ¢
LP2(R) et que LP2(R) ¢ LP'(R).

Exercice 4. Soit X =N, A= P(N) et u la mesure de comptage. On note pour p € [1, 00|, 'espace
P(N) = LP(X, A, p).

i) Vérifier que (P(N) = LP(X, A, u).
i) Montrer que #2(N) = {a = (ax)aen ¢ [lally < 00} ot ally = (Scs anl?

lallec = suppen [an|-
iii) Montrer qu’on a les inclusions suivantes:

)l/p sip < oo et

(1(N) c ¢P(N) C £4(N) C £*°(N)

pour 1 < p < g < oo.

Exercice 5. (Théoréme de convergence dominée dans LP) Soit (X,.A, ) un espace mesuré. Soit
(fn)n>1 une suite de fonctions mesurables sur X telle que

i) Il existe une fonction mesurable f telle que f,, — f p—p.p. sur X,

ii) Il existe p € [1,00[ et g € LP(X) telle que V n, | fn| < g p—p.p. sur X.
Alors fn, f € LP(X) et f,, — f dans LP(X).

Exercice 6. Donner un exemple d’espace mesuré (X, A, p) et de suite (fy)n>1 C LP(X) telle que
fn — f dans LP(X), mais f,, /= f u—p.p.

Exercice 7. Soit 1 < p < oo et soit ¢ U'exposant conjugué de p. Soit f € LP(]0,00[) (ou ]0, 00| est
muni de la mesure de Lebesgue). On définit F(z) = / f(t) dA(t).

10,7]

1
a) Montrer que |F(z1) — F(az)| < [[fll, - [er — 2],

F
b) Montrer que lim —— = 0.
z—0 ra

¢) Montrer que la valeur % est optimale dans la question précédente: pour tout o > %, il existe

f € LP(]0, o) telle que lin%] —F =00
T—> x
(Ind.: chercher f de la forme f(x) = 1) 1)(x)x", pour r € R bien choisi.)



Exercice 8. (Inégalité de Hardy) On considére 'espace |0, co] muni de la mesure de Lebesgue. Soit
1 <p<ooetsoit f € LP(]0,00[). On définit F :]0, co[— R par

Fz)== [ f@)dx@).

L J]0,]

a) On suppose d’abord que f € CY(]0,00[) et f > 0. Montrer I'inégalité de Hardy:
p
(%) 1Ellp < 2= /1l

b) Montrer que 'inégalité de Hardy (*) est vraie si 'on suppose uniquement f € LP(]0, ool).
¢) Montrer que 1'égalité a lieu dans (*) si et seulement si f =0 p.p.
d) Montrer que la constante -y dans (*) est optimale.

e) Montrer que si f € L'(]0,00[) et f > 0, alors F ¢ L'(]0, oc]).

Ind.: a) Intégrer par parties afin d’obtenir/ FP(x)dx = —p/ zFP~Y(2)F'(z) dz. Remarquer
0 0

o0

oo
que zF' = f — F, puis appliquer l'inégalité de Hoélder a / FPlfde.
0
b) Utiliser la densité de C° dans LP.
1

d) Prendre f(z) =z » sixz € [1,A] et f(x) =0 sinon, ou A est suffisamment grand.
Exercice 9. Soit p: RV — R, une fonction de classe C* a support compact telle que fRN pdr = 1.
Si f:RY — R est une fonction mesurable Lebesgue telle que f est intégrable sur tout compact de

RY, montrer que le produit de convolution f * p est une fonction de classe C* sur RY. Si de plus, f
est & support compact, montrer que f * p est & support compact.



