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Exercice 1. On considère les espaces mesurés (X,A, µ) et (Y,B, λ), où

X = [0, 1], A = P(X), µ(A) = card(A) est la mesure de comptage,
Y = [0, 1], B est la σ − algèbre de Borel sur [0, 1], λ est la mesure de Lebesgue.

On note Inj = [ j−1n , jn ] et Qn = (In1 × In1 ) ∪ (In2 × In2 ) ∪ · · · ∪ (Inn × Inn ).
a) Montrer que pour chaque n ∈ N∗, l’ensemble Qn est A⊗ B-mesurable.
b) En déduire que D = {(t, t) | t ∈ [0, 1]} est A⊗ B-mesurable.
c) On note f = 1D. Remarquer que f est une fonction A ⊗ B-mesurable et positive. Calculer∫

X
f(x, y) dµ(x) et

∫
Y
f(x, y) dλ(y), puis

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dλ(y) et

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dλ(y)

)
dµ(x).

Quelle conclusion peut-on tirer ?

Exercice 2. Soit (δn)n≥1 ⊂ [0, 1] une suite strictement croissante telle que δn −→ 1. Pour chaque n

on choisit une fonction continue et positive gn telle que gn = 0 sur R\]δn, δn+1[ et
∫ 1

0
gn(t) dt = 1. On

définit

f(x, y) =
∞∑
n=1

(gn(x)− gn+1(x))gn(y).

a) Montrer que f est correctement définie sur [0, 1]× [0, 1] et continue sur [0, 1]× [0, 1] \ {(1, 1)}.
b) Soit λ la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Montrer que f est B([0, 1]2)-mesurable. Calculer∫

[0,1]

(∫
[0,1]

f(x, y) dλ(x)

)
dλ(y) et

∫
[0,1]

(∫
[0,1]

f(x, y) dλ(y)

)
dλ(x).

c) Montrer que
∫
[0,1]

(∫
[0,1]
|f(x, y)| dλ(y)

)
dλ(x) =∞. La fonction f est-elle λ⊗λ-intégrable? Le

théorème de Fubini est-il mis en défaut?

Exercice 3. On considère Ω =]− 1, 1[×]− 1, 1[ et la fonction f : Ω −→ R définie par

f(x, y) =


xy

(x2+y2)2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

a) Montrer que f est borélienne et calculer

I1 =

∫
]−1,1[

(∫
]−1,1[

f(x, y) dλ(x)

)
dλ(y) et I2 =

∫
]−1,1[

(∫
]−1,1[

f(x, y) dλ(y)

)
dλ(x).

b) La fonction f est-elle λ⊗ λ-intégrable sur Ω?
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Exercice 4. Calculer les intégrales

J1 =

∫
]0,1[

(∫
]0,1[

x2 − y2

(x2 + y2)2
dλ(x)

)
dλ(y) et J2 =

∫
]0,1[

(∫
]0,1[

x2 − y2

(x2 + y2)2
dλ(y)

)
dλ(x),

puis J3 =

∫
]0,1[2

|x2 − y2|
(x2 + y2)2

d(λ⊗ λ)(x, y).

Exercice 5. On considère la fonction f : R2 −→ R définie par f(x, y) = sin(x2 + y2).

a) Pour n ∈ N∗, soit Dn = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ nπ}. Calculer Jn =

∫
Dn

|f | d(λ⊗ λ).

b) La fonction f est-elle λ⊗ λ−intégrable sur R2?

Exercice 6. Soit Ω ⊂ RN un ensemble Borel mesurable et soit f : Ω −→ R une fonction Borel
mesurable. Le graphe de f est l’ensemble

Gf = {(x1, . . . , xN , xN+1) ∈ RN+1 | xN+1 = f(x1, . . . , xN )}.

Montrer que Gf ⊂ RN+1 est Borel mesurable et que sa mesure de Lebesgue est nulle.

Exercice 7. Soit α ∈ R. Étudier l’intégrabilité (au sens de Lebesgue) des fonctions suivantes:

f(x, y) =
1

(1 + x+ y)α
sur ]0,∞[2 g(x, y) =

1

(x+ y)α
sur ]0, 1[2

h(x, y) =
1

(x2 + y2)α
sur ]0, 1[2 k(x, y) =

sin(x− y)

x2 + y2
sur ]0, 1[2

ϕ(x, y, z) =
1

x+ y2 + z3
sur ]0, 1[3 h(x, y, z) =

1

(x2 + y2 + z2)α
sur ]0, 1[3.

Exercice 8. Soit D =]0,∞[2. Calculer l’intégrale de Gauss J =

∫ ∞
0

e−x
2
dx.

(Ind.: Montrer que J2 =
∫
D e
−(x2+y2) d(λ⊗ λ) et passer en coordonnées polaires.)
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