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Exercice 1. Soit f une fonction intégrable positive définie sur un espace mesuré (X, .A, ). Pour tout
entier n > 0, on pose B, ={z € X | f(x) >n} et F,, = E, \ Epnt1 .

a) Montrer que li_>m / f(z)du(x) =0 et Z/ f(z)du(zr) < 0.
n—oo ETL n—0 FTL
b) En déduire que nhﬁngo nu(Ey) =0 et Z:l,u(En) < 0.

Exercice 2. Dans la suite A désigne la mesure de Lebesgue sur R. A l’aide des théorémes de
convergence du cours, déterminer:
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a) lim ﬂd/\(x);
n—o0 Jo (n+x)"
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b) lim (1 - %)n zP d\(z), oup > 0;
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c) lim —e ndA(z) ( noter que ue™" est bornée sur Ry );
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d) TLILH;O Rsm <n:02> d\(z).

Exercice 3. Soit 1 < p < oo, (X, A, ) un espace mesuré et (fy),>1 une suite de fonctions t.q.
| fn|P intégrables et la suite (fy,), converge p-p.p. vers une fonction f qui a la propriété que |f|P est

intégrable. Si lim / | fulP dp = / | f|P du, montrer que lim / |fr — fIPdp=0.

Exercice 4. * (hors programme) Montrer qu'il existe une fonction bornée et Lebesgue mesurable
f:10,1] — R telle que / |f — g|d\ > 0 pour toute fonction Riemann intégrable g : [0,1] — R.
[Ind.: Considérer une fonc[toz'ﬁ]n caractéristique d’un ensemble de type Cantor.)

Exercice 5. Soit F' la fonction définie sur une partie de R par

®© pax _ |
F(a) = .
(a) /0 oz dx

Déterminer les valeurs de a en lesquelles F' est définie, continue, respectivement dérivable. Calculer F”
lorsqu’elle existe et en déduire une autre expression de F'.
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Exercice 6. Soit f(z) = Z

n=1
l'aide du Théoréme de dérivation des intégrales avec paramétre, exprimer f'(z). En déduire l'identité

S |
f(x):—/x 1_etdt, Va > 0.

Exercice 7. (fonction I' d’Euler) On considére la fonction

F(z):/ t*le tdt.
0

. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f est bien définie. A

a) Montrer que I' est une fonction bien définie et continue sur |0, co.

b) Montrer que I" est dérivable et calculer T".

¢) Montrer que T' est C*®. Pour k € N*, calculer T(*)(2).

d) Montrer que I'(z + 1) = 2I'(2) pour tout z €]0, co[. Calculer I'(1), ensuite I'(n) pour n € N*.



