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Intégration

Feuille n° 3- Fonctions mesurables.

Exercice 1. Soient X et Y deux ensembles, f : X — Y une fonction et A C P(X) une tribu de X.
On pose
B={BcY|f}B)ecA}.

Montrer que B est une tribu de Y et que f: (X, A) — (Y, B) est mesurable. De plus, B est la plus
grande tribu de Y telle que f soit mesurable.

Exercice 2. a) Soit O C R? un ouvert. Montrer qu'il existe une suite de rectangles ouverts
(Jan, bu[¥]cn, dn[)n>1 telle que O = | J]an, bu[x]cn, dal.
n>1
b*) Montrer que o(B(R) x B(R)) = B(R?).
Fsiy#0,

est borélienne.
Osiy=0

c¢) Montrer que la fonction ¢ : R? — R, gq(z,y) = {

Exercice 3. Soit f : R — R une fonction monotone. Montrer que f est Borel mesurable.

Exercice 4. Soit (X,.A) un espace mesurable et soit f : X — R une fonction. On suppose que
I'ensemble {z € X | f(x) > r} est mesurable pour tout r € Q. Montrer que f est une fonction
mesurable.

Exercice 5. a) On considére un espace mesuré (X, A, i) avec mesure compléte. Soit f : X — R une
fonction mesurable et soit g : X — R une fonction telle que f = g presque partout. Montrer que g
est mesurable.

b) Montrer que le résultat de la question précédente est faux dans un espace avec mesure incompléte.

Exercice 6. Soit f : R — R une fonction continue presque partout par rapport & la mesure
de Lebesgue A, c’est-a-dire, ’ensemble S de discontinuités de f est Lebesgue mesurable de mesure
A(S) = 0. Montrer que f est mesurable.

Exercice 7. Soit (X,.A) un espace mesurable et soit f, : X — R (n > 1) une suite de fonctions
mesurables. On note A = {x € X | (f(x))n>1 converge}. Montrer que

A = {zeX|VneN 3keNVp>kVg>k, |f(z) - fo(z)| < 1}

- NU ﬁﬁ{l‘GXllfp(fv)—fq(w)lgi}.

n=1 k=1 p=k q=k

En déduire que A est mesurable.

Exercice 8. Soit (X,.A) un espace mesurable. Soit B(R) (resp. £(R)) la tribu des boreliens (resp.
des ensembles Lebesgue mesurables) de R.

a) Si f: X — Rest (A, L(R))-mesurable, montrer que f est (A, B(R))-mesurable.

b)* Construire un exemple de fonction f: X — R qui est (A, B(R))-mesurable, mais f n’est pas
(A, L(R))-mesurable.



