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Intégration

Feuille n° 2 - Classes monotones. Mesures.

Exercice 1.

a) Soit (M;);er une famille de classes monotones d'un ensemble X. Montrer que (1),c; M; est une
classe monotone.

b) Soit £ une famille non-vide de parties d’un ensemble X. On note M (&) l'intersection de toutes
les classes monotones contenant la famille £. Montrer que

i) M(E) est une classe monotone.

ii) Si M est une classe monotone contenant &, alors M(€) C M.

iii) M(E) C o(€) (ou o(€) est la tribu engendrée par &).
On appelle M(E) la classe monotone engendrée par £. C’est la "plus petite" classe monotone contenant

£.

Exercice 2.
a) Montrer que toute tribu est aussi une classe monotone.
b) Donner un exemple d’algébre qui n’est pas classe monotone.
¢) Donner un exemple de classe monotone qui n’est pas algébre.

Exercice 3. Soit X un ensemble non-vide et soit @ € X. On définit é, : P(X) — [0, 00] par
da(A) = { (1) : Z ; i’ Montrer que §, est une mesure sur la o—algeébre P(X) (qu’on appelle mesure

de Dirac concentrée en a).

card(A) si A est fini,
oo si A est infini.
Montrer que p est une mesure sur P(X) (qu’on appelle la mesure de comptage).

1

Z — si A est fini,
n

neA

0o si A est infini.

Montrer que si A et B sont deux parties disjointes de N* alors on a u(AU B) = u(A) + u(B), mais u
n’est pas une mesure sur A.

Exercice 4. Soit X un ensemble et soit p : P(X) — [0,00] par u(A) = {

Exercice 5. Soit A = P(N*) et soit u : A — [0, 00] définie par p(A4) =

Exercice 6. Soit (X,.A) un espace mesurable et soit p : A — [0,00] une application telle que
u(0) = 0 et pour tous les ensembles disjoints A, B € A on a u(AU B) = u(A) + u(B).

Montrer que 4 est une mesure si et seulement si quelque soit une suite (A,)p>1 C A telle que
Ay, C Apyq pour tout n, on a p (Up>145) = limp oo p(Ap).

Exercice 7. (exemple d’ensemble non-mesurable Lebesgue) On dit que deux nombres réels z, y sont
"équivalents" et on note z =y si x —y € Q. Montrer que "=" est une relation d’équivalence sur [0, 1].
On note par C;, la classe d’équivalence de z, c’est-a-dire C, = {y € [0,1] | z—y € Q} et par I ’ensemble
des classes d’équivalence, c’est-a-dire I = {C, | x € [0,1]}. Par Paxiome du choix, il est possible de
choisir un élément de chaque classe d’équivalence C' qu’on note ac et on pose A = {ac¢ | C € I}. Pour
teR, soit Ay ={z+t|x € A} (A est une translatée de 'ensemble A). Montrer que

01c |J Acl-12.
te[-1,1]NQ

En déduire que A n’est pas Lebesgue mesurable.



Exercice 8. * (ensembles de Cantor) On enléve un intervalle ouvert I;; de longueur < 1 du centre
de l'intervalle [0, 1]. Il reste deux intervalles fermés Ji 1 et Jq 2, chacun de longueur < % Ensuite on
enléve les intervalles ouverts I et Iz 2 du centre de Jy 1, respectivement de Jy 2. Il reste 4 intervalles
fermés Jo 1, Jo2, J23, Joa. On procéde par récurrence: apres la n®"¢ étape on se retrouve avec 2™
intervalles fermés disjoints (numérotés de la gauche vers la droite) J,, 1,. .., Jy 2n, chacun de longueur
< 2% A la (n + 1)°™¢ étape on enléve un intervalle ouvert I, 41 du centre de J,,  (la longueur de
I 41,1 est toujours strictement plus petite que celle de de J,, ;). On obtient ainsi 27+ intervalles fermés

2n71 on
Jnt1,15 -« 5 Jpg1,2n+1, chacun de longueur < 271% On note V,, = U I, et P, = U In k- Soit
k=1 k=1

P:ﬁP :[0,1]\(61/").

Un ensemble P obtenu comme ci-dessus s’appelle ensemble de type Cantor. Dans le cas ol la longueur
de Ip41 est exactement % de la longueur de J,; pour chaque n et k, 'ensemble C ainsi obtenu
s’appelle ’ensemble triadique de Cantor.

a) Soit P un ensemble de type Cantor. Montrer qu'il est fermé, que son intérieur est vide et que
P’ = P. (Rappel: P’ est 'ensemble de points d’accumulation x de P, c’est-a-dire, x € R tel que pour
tout voisinage V de x on a VN P\ {a} # (.)

o0
b) Soit C I’ensemble triadique de Cantor. Montrer que C' = {Z g—z | z, € {0,2} pour tout n € N*} .
n=1
Montrer qu’il existe une bijection ¢ : C' — [0, 1].
¢) Montrer que C' est Borel mesurable et sa mesure de Lebesgue est nulle.
d) On admet qu’il existe une bijection entre R et B(R). Montrer qu’il existe des ensembles Lebesgue
mesurables qui ne sont pas Borel mesurables. (Ind.: Considérer les parties de C'.)

Exercice 9. a) Un ouvert de R de mesure finie est-il nécessairement borné ?
b) Un borélien de R de mesure de Lebesgue positive contient-il toujours un ouvert non-vide?



Mesures extérieures (hors programme)

Définition. On appelle mesure extérieure sur un ensemble X une application p* : P(X) — [0, o0]
ayant les propriétés suivantes:

i) (0) = 0,

ii) Si A C B alors p*(A) < p*(B) (monotonie),

i) p* (Un>14n) < > 07 1" (Ay) (sous-additivité dénombrable).

Exercice 1.
a) Montrer que toute mesure définie sur P(X) est aussi une mesure extérieure.

b) Soit p* : P(X) — [0, 00] définie par p*(A) = { 0si A=0,

1si A#0.
extérieure mais n’est pas une mesure.
¢) Soit p* une mesure extérieure telle que p*(AU B) = p*(A) + p*(B) quelque soient A, B C X
tels que AN B = (). Montrer que p* est une mesure sur P(X).

Montrer que p* est une mesure

Définition. Soit X un ensemble et soit p* une mesure extérieure sur P(X). Un ensemble A C X
est dit mesurable par rapport & u* si

VE C X, p*(E)=p*(EnA)+u (EnA°). (1)

On note M+ = {A C X | A est mesurable par rapport a p*}.

Exercice 2. a) Montrer que ), X € M-
b) Montrer que A € M~ <& (VECX, p*(E)>p (ENA)+p*(EnNA°).
c) Montrer que A € M, & A°€ M-

Exercice 3. (Théoréme de Carathéodory) Soit p* une mesure extérieure sur P(X).

a) Montrer que si A, B € M, alors AU B € M. (Ind.: Soit E C X. Ecrire (1) pour les
paires: (E,A), (E,B), (ENB,A), (ENB®A), (EN(AUB),A). Utiliser les relations obtenues et b)
de lexercice précédent pour montrer que (E, AU B) satisfait (1).)

b) Montrer que si A, € M~ pour tout n € N* et A; N A; =0 pour i # j, alors U,>1 A4y, € M«

c¢) Montrer que M« est une o—algéebre.

d) On note p la restriction de p* & M,+. Montrer que p est une mesure sur M,

e) Montrer que si A C B C X et p*(B) =0, alors A € M« et u(A) = 0 (c’est-a-dire, p est une
mesure compléte sur la tribu M, ,«).

Exercice 4. Soit X un ensemble et A C P(X) une algébre (pas nécessairement une tribu). Soit
p: A — [0, 00] une fonction telle que

i) () =0,
ii) Si (An)n>1 est une famille dénombrable d’ensembles disjoints de A telle que U,,>14,, € A, alors

u(Up>145) Z,u

(On dit que p est une mesure définie sur 'algébre A.)
Pour F € P(X) on définit

mf{ZM )| Ap € A pourtout n >1 et E C Up>14, }

a) Montrer que i est une mesure extérieure sur P(X).
b) Montrer que la restriction de & & A coincide avec p.
¢) Montrer que tous les éléments de A sont mesurables par rapport a 7z au sens de (1).



Construction de la mesure de Lebesgue sur R (hors programme)

Exercice 5. On note Z = {[a,b] | a,b € R,a < b}. Pour chaque I = [a,b[€ Z, on note par {(I) =b—a
la longueur de I'intervalle I. Soit I = [a,b[€ T et soient I,, = [an,by[€ Z, n € N*, tels que I C Up>11,.
L’objectif de cet exercice est de montrer que

UI) <y UI). (2)
n=1

On peut supposer que Y 2, ¢(I,) < oo (sinon (2) a évidemment lieu).

n
a) Montrer que si K, Kq,...,K, €Zet K C K1UKyU---UK,, alors /(K) < Zf(Kj).
j=1
[an — siyr, bu si n # no,
b) Soit e > 0 fixé. Alors il existe ng € N* tel que b, > b—%. On pose J,, =
[ano — ﬁ,bno —+ %[ si n =mngp.
On note par int(J,) l'intérieur de .J,, (c’est-a-dire I'intervalle ouvert ayant les mémes extremités). Mon-

o0 [e.e]
trer que [a,b] C U int(Jy,) et ZE(JTL) = Zf([n) +e.
n>1 n=1 n=1
¢) Montrer que de tout recouvrement d’un intervalle [a,b] par des intervalles ouverts on peut en
extraire un sous-recouvrement fini.

d) Montrer que £(I) <> >, ¢(I,) + € et conclure.

Exercice 6. (La mesure de Lebesgue sur R)
On utilise les notations de I'exercice précédent. On définit A* : P(R) — [0, 00| par

A*(A) = inf {Z UI,)| I, €T pourtout n>1 et AC UnZIIn} .
n=1

a) Montrer que \* est une mesure extérieure sur P(R) (qu’on appelle mesure extérieure de Lebesgue).

On note M la o—algebre des ensembles mesurables par rapport & \* au sens de (1). Les éléments
de M sont les ensembles Lebesgue mesurables. On note A la restriction de A* & M. La mesure X est
appellée mesure de Lebesque.

b) Montrer que Z C M et A(I) = ¢(I) pour tout I € Z.

¢) Montrer que M contient tous les ensembles boréliens de R.

d) Soit A C R. Montrer que A*(A) = 0 si et seulement si A € M et A(A) = 0.

e) Soit a € R fixé et soit A C R. On note T,A = {z +a | v € A} (T, est la translation par la
constante a). Montrer que \*(A) = A*(T,A) pour tout a € R. Montrer que A € M si et seulement si
T,A e M.

f) Pour A C R et p> 0, on note D,A = {px | z € A} (D, A est la dilatation de I’ensemble A par
p). Montrer que pour tout A C Ret p > 0 on a \*(D,A) = p- A*(A). Montrer que A € M si et
seulement si D,A € M pour tout p > 0.



